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Abstract

Ce projet a pour objectifs de modéliser une épidémie, et de simuler sa propagation
au sein d'une population d'individus. Le taux d'infection, de guérison et de létalité
seront les paramétres de notre modeéle, que nous étudierons afin de mieux com-
prendre leur impact sur la vitesse de propagation du virus. On choisira des popu-
lations de quelques centaines a quelques dizaines de milliers d'individus et on sup-
posera qu'un individu immunisé le reste toute sa vie. Cette modélisation sera réal-
isée avec matplotlib et plotly indépendamment. Ce modéle statistique sera ensuite
comparé aux modeles mathématiques SIR et SIDR, qui appartiennent a la famille
des modeéles compartimenantaux en épidémiologie, qui reposent sur des équations
différentielles.
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1.. LE MODELE PYTHON

Lors de la simulation, plusieurs parametres sont en jeux. Il y a tout d'abord le nombre d'invidus dans
la population, ici on choisira une population entre 1 et 20000 individus pour avoir un temps d'exé-
cution raisonnable. Ce nombre restera constant durant toute la simulation, nous supposerons que
toute la population est susceptible d'étre contaminée, et que la natalité compense la mortalité. La
repartition de ces individus sera donnée par le paramétre variance_population , et qui variera entre
0 et 2 environ. Plus ce nombre est grand, plus la population sera étalée.

Ensuite, le paramétre rayon_contamination correspond a la zone dans laquelle un individu infecté
peut transmettre le virus a un individu sain, avec une probabilté nommée infectiosité, qui est com-
prise entre Oet 1. Chaque individu infecté reste infecté jusqu’a temps qu'il devienne immunisé ou qu'il
décede. Aprés qu'un individu soit infecté, il a une probabilité p de devenir immunisé et donc de ne
plus transmettre le virus, et une probabilité d de décéder suite a l'infection. Ces deux parametres
sont compris entre 0 et 1 également. Pour utiliser le paramétre A du modéle SIR, qui est le taux de
retirement, on fixera p = 0 et d = A. Nous ne considérerons pas pour l'instant I'apparition d'un vaccin
durant la simulation. Seule I'immunité innée des individus est prise en compte. On notera R, le taux
de reproduction du virus, qui est le nombre moyen d'individus qu'une personne infectieuse infecte
tant qu'elle est contagieuse, et qui est égale au rapport de l'infectiosité sur le taux de retirement
( probabilité d'étre immunisé ou de décéder ).

Les simulations de cette section sont réalisées avec le modele python, et affichées avec la librairie
plotly
1.1.. Simulation avec différents taux d'infection

Faisons varier le taux d'infection entre 10%, 15%, 30%, 50% et 70% et observons la courbe du nombre
de personnes infectés.

—— 10.0%
*— 15.0%
30.0%

*— 50.0%
—e— 70.0%

350

200

nombre d'individus infectés

100

50

jours
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On remarque naturellement que plus l'infectiosité est grande, plus le nombre maximum de person-
nes infectés est grand. Mais également que le nombre d'infectés chute plus rapidement avec une
infectiosité élevée. Intéressons nous maintenant au nombre de décés en fonction de ces différentes
valeurs d'infectiosité.

Afficher la page précédente
—*— 10.0%
*— 15.0%
30.0%

*— 50.0%
—e— 70.0%

nombre de déces

jours

Les courbes sont quasiment linéaires sur une grande partie, jusqu‘a atteindre un certain seuil, qui est
trés proche malgrés des infectiosités tres différentes. La différence se fait dans la vitesse a laquelle
le seuil est atteint, plus l'infectiosité est grande plus le seuil est atteint rapidement, il est atteint en
une dizaine de jours pour une infectiosité de l'ordre de 70% et en une quinzaine pour une infectiosité
de l'ordre de 10%.
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1.2.. Simulation avec différentes létalités

Faisons a présent varier la létalité entre 5%, 10%, 25%, 30% et 40%. Et observons ['évolution des
courbes du nombre d'individus infectés.

——5.0%
+— 10.0%
25.0%

*— 30.0%
—— 40.0%

200

nombre d'individus infectés

100

jours

Ici, une létalité élevée aplatit la courbe des infectés, en hauteur et largeur. En effet, si le virus ne tue
pas beaucoup, il y a alors plus de personnes susceptibles de le transmettre, et sur une plus grande
période. Au contraire d'une létalité élevée, qui élimine rapidement les individus infectés, avant qu'ils
puissent transmettre le virus.

Cependant méme si le nombre d'infectés est plus faible avec une grande |étalité, le nombre de décés
est nettement plus élevé. Comme le montre le graphique ci-dessous.

—— 5.0%

—_— *— 10.0%
25.0%

*— 30.0%

—e— 40.0%

nombre de décés

150

100

50

jours
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Le nombre de décés avec une létalité de 40% est 7 fois plus grand qu'avec une létalité de 5%. Ce qui
représente des différences énormes sur une population de plusieurs millions d'individus.

1.3.. Simulation avec différents taux dimmunité

Enfin, faisons varier le taux d'immunité entre 10%, 20%, 40%, 50% et 70%; et observons les courbes
du nombre d'individus infectés.

500 ——10.0%
*— 20.0%
40.0%

*— 50.0%
—e— 70.0%

nombre d'individus infectés

100

jours

Sans grande surprise, si le taux d'immunité est trés élevé, le maximum de personnes infectés et
drastiquement réduit par rapport a un taux dimmunité plus faible, mais il est également atteint plus
lentement. La propagation est freinée. On observe cette méme tendance si 'on compare maintenant
les courbes des déces.

—*—10.0%
—o— 20.0%
40.0%

*— 50.0%
—— 70.0%

500

nombre de déceés

100

jours
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Le nombre de décés est immensément plus grand lorsque I'immunité est quasi inexistante. Avec un
taux d'immunité égale a 10%, on a 6 fois plus de décées qu'avec un taux a 70%.

1.4.. Mise en place d'un confinement
1.4.1.. Confinement dés le premier cas detecté:

On peut simuler un confinement de la population, en diminuant la variance de celle-ci et en augmen-
tant le nombre de cluster, c’'est a dire le nombre de groupes distincts physiquement, d'individus dans
la population.

Par exemple avec une variance de 0.6 et 10 centers (modifiable dans la fonction make_blobs), on
observe que I'épidémie est globalement sous contréle, le pic d'infectés est trés bas. On compte a la
fin, 12% de déces sur 'ensemble de la population.

simulation virus

population
sains
infectés
immunisés
décédés

8000
6000 \

Maximum d'infectés

4000

2000

nombre d'individus

1.4.2.. Confinement aprés dépassement de la capacité hospitaliére:
Une fois le seuil dépassé, l'infectiosité est divisé par 8 et le rayon de contamination est divisé par 4.

Ici, la courbe pleine représente I'épidémie sans l'application du confinement, et la courbe en pointillé
avec application du confinement a partir du jour ou le nombre de personnes infectés est superieur a
la capacité hospitaliére. On remarque que le nombre de personnes infectés diminue quelques jours
apres le début du confinement, et que le nombre de décés journaliers atteint un seuil inférieur au
cas ou il n'y a pas de confinement.
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simulation virus

----- infectés confinement
= i

décédés

Début du confihiement

nombre d'individus

300

100

jours

1.5.. Simuler le SARS-cov-2

Cette simulation est a prendre avec beaucoup de précautions, car elle ne reflete pas la réalité. Nous
prendrons ici comme parametres, un taux d'infection de 17%, un taux d'immunité de 10% et une
Iétalité de 0.5%, qui sont des estimations données par les médias en été 2020.

population

sains.
infectés
immunisés
décédés

5000 -—

4000 Maximum d'infectés
3000

2000

nombre d'individus

1000

jours

Avec cette simulation on observe que le nombre d'infectés augmente rapidement dés le début pour
arriver a son maximum au bout de 7 jours, puis diminue trés lentement pendant plus de 20 jours. Au
final on compte quasiment 30% de déceés, et plus de la moitié deviennent immunisés.
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En s'interessant maintenant aux variations du nombre de nouveaux infectés chaque jour, on retrouve
bien le fait que 'augmentation du nombre infectés et plus rapide que la diminution de ce nombre :

Simulation de I'épidémie
5000 —— sains
—— infectés
4000 —=— immunisés
Maximum d'infectés —— décédés

3000

2000

nombre d'individus

1000

jours

Nouveaux infectés par jour

sw II l.
0 5 10

on veut maintenant visualiser la taille des catégories de la population :

15 20

Si

e décédés
e immunisés
e infectés
w— sains

nombre d'individus

jours

1.6.. Simulation avec différents R, et cas limites

On fait varier ici le taux de reproduction de base R, du virus, dont l'epression est R, = g, ou ici g est
I'infectiosité du virus, et X la probabilité pour qu'un individu ne puisse plus transmettre le virus(pour
sefaire, onfixep = 0 etd = A). On remarque que la situation est trés différente pour un R, inférieur et
supérieur a 1. Pour un R, < 1, peu d'individus sont infectés, et le virus ne propage pas. A la frontiére
R, =1,le nombre de personnes retirées atteint quasiment le nombre de personnes saines, mais sans
l'atteindre. On parle, pour un R, < 1 déquilibre. Il faut attendre un R, > 1 pour que la courbe des
individus retirés passe au dessus de celle des individus sains, et provoque ainsi la propagation du
virus, qui est d'autant plus importante et rapide que la valeur du R, est grande. Simulation réalisée
avec le modéle python.

September 21, 2021 9 0f 15



LEFEVRE, 2021

Ro=0.5, B=0.5, A=1.0 Ro=1, B=0.5, A=0.5
5000 5000 —— S(t)
——1I(t)

——R(t)

4000 4000

3000 3000
2000 2000

1000 1000

nombre d'individus
nombre d'individus

Ro=3, B=0.3, A=0.1 Ro=10, B=1.0, A=0.1

5000 5000

4000 4000

3000 3000
2000 2000

1000 1000

nombre d'individus
nombre d'individus

jours jours

2.. LE MODELE SIR

2.1.. Modélisation mathématique SIR

Le modéle SIR est un modéle mathématique déterministe a compartiments permettant de simuler de
fagon simplifiée I'évolution d'une population face a une épidémie. Ce modeéle fait partie d'une famille
de modeles compartimentaux en épidémiologie, qui ont commencé a étre mis en pratique avec le
SIDA dans les années 1980, ils sont a I'heure actuelle de plus en plus présents lors des décisions poli-
tiques concernant la gestion de problémes sanitaires. Dans ce modéle en particulier, la population
est divisée en 3 catégories : sains (S), infectés (I) et removed (R) (removed, c'est a dire dans l'incapacité
de transmettre le virus). Ce modeéle étudie la taille de ces 3 catégories au cours du temps, tel que
S(t), I(t) et R(t) soient le nombre d'individus dans chaque catégorie a l'instant t, et ou le nombre
d'individu par compartiment est gouverné par un ensemble d'équations différentielles. On peut donc
remarquer que, soit N le nombre d'individus dans la population, on a:

Vt, N = S(t)+ I(t)+ R(t) (1)
On introduit maintenant nos parametres :

+ A le taux d'infection du virus, qui correspond a la probabilité d'étre infecté apres avoir été en
contact avec un individu infecté

« X:letaux de retirement, qui correspond a la probabilité de ne plus pouvoir transmettre le virus,
soit apres étre immunisé soit apreés le déces

On peut alors définir R, le taux de reproduction de base du virus, qui vaut § et qui représente le
nombre moyen de personnes infectées par un seul individu.
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Le modeéle SIR peut donc étre representé par le diagramme suivant :

Puis on introduit nos équations différentielles qui régissent le modéle :

(ods@®)  BS@I()
dt =~ N

di(t) BS®OI®)

T O

dR(t)
t

.

On remarque que:

dS dI dR
— — —_——= 2
dt * dt + dt 0 @)

Ce qui confirme le fait que V¢, S(t) + I(t) + R(t) = constante = N car la dérivée de la somme est nulle.

La premiere équation différentielle correspond au nombre de personnes saines, dont le signe est
négatif, en effet la fonction S est décroissante pour tout ¢, car le nombre de personnes saines ne
peut que diminuer (conformément au modéle dans lequel on se place, ou les personnes infectés ne
peuvent redevenir saines). Ensuite, la deuxiéme équation a le signe de la différence entre le nom-
bre de personne saines WBM et retirés \I(¢), donc le nombre de personnes infectés diminue sur
une période dt quand le nombre de personne saines est plus grande que le nombre de personnes
retirées. La derniére équation, elle, correspond au nombre de personnes retirées qui est simplement
le produit du nombre d'individus infectés a l'instant t par le taux de retirement.

Le vecteur unitaire [S, I, R,] correspond aux nombres d'individus sains, infectés et retirés a ¢ = 0.
Dans ce projet, aucun individu n'est immunisé a t = 0 et la valeur de I, est 1.
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2.2.. Comparaison SIR / modéle python

Comparons maintenant le modéle mathématique SIR et le modéle statistique crée avec python en
prenant différentes valeurs de R,,. Tous les autres parametres sont identiques.

Ro=0.3, SIR Ro=0.3, Python
1000
” 1000 s
3
3 — 1)
S 500 500
© —R(t)
£
0 (]
0 20 40 60 80 0 5 10 15 20
Ro=1, SIR Ro=1, Python
1000 1000
v
=]
o
S 500 500
E -
£
0 0
0 20 40 60 80 0 5 10 15 20
Ro=10, SIR Ro=10, Python
1000 1000
0
3
©
o
£
0 0
0 20 40 60 80 0 5 10 15 20 25 30
jours jours

Les courbes sont assez similaires, peut importe le R,. La petite différence au niveau des abscisses
est du au faite que les deux modéles n‘ont pas la méme représentation temporelle. Le modeéle crée
en python est donc conforme au modéle mathématique.

3.. LE MODELE SIDR

3.1.. Modélisation mathématique SIDR

Ce modele, tout comme le modéle SIR, appartient a la famille des modéles compartimentaux en
épidémiologie. Cependant, il est un peu plus précis, car il découpe la population en 4 compartiments.
On a alors V¢, S(t) le nombre d'individus sains, I(¢) le nombre d'individus infectés, D(t) le nombre
d'individus décédés, et R(t) le nombre de personnes rétablies. Comme précédemment, soit NV la taille
de la population :

Vt, N =S(t)+I(t)+ D(t) + R(t) (3)
Les parameétres de ce modéle sont:

* B:letaux d'infection
* 6:le taux de mortalité
* u:le taux de guérison
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On représente alors ce modéle comme ceci :

—> D
)
B -
S I
L R

Les équations qui régissent ce modéle sont :

o as®_ pSOIW
dt N
| d;(tt) . ZZ((%I(—t);((: o
dt
S uw

De méme, nous avons la somme des équations différentielles nulle, qui justifie que N est constant :

ds(t) , di(t) , dD(t) , dR(t) _ BSM®I®) , BSM®IE)
—Ct—t——t— == = (w+0)I)+61(t)+ ul(t)

=—(u+0)I[t) + 6I() + ul(t)

=0
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L'expression du nombre de personnes saines est le méme que le modeéle SIR, I'expression du nom-
bre d'individus infectés est la différence entre le nombre d'individus sains et la somme des individus
décédés et guéris. Pour le nombre de personnes décédés et guéris, on fait simplement le produit du
coefficient correspondant et de la taille de la population infectée.

3.2.. Comparaison SIDR / modéle python

On compare a présent le modéle SIDR avec notre modeéle python, pour différents paramétres de
I'épidémie, les autres étant identiques.

$=0.3, 8=0.1, u=0.4, SIDR $=0.3, 8=0.1, u=0.4, Python
2000 2000 .
g 1500 1500 — 1)
2 1000 1000 — Db
] R(t)
£ 500 500
0 0
0 20 40 60 80 0 5 10 15 20
$=0.6, 6=0.28, u=0.13, SIDR $=0.6, 8=0.28, u=0.13, Python
2000 2000
9 1500‘¥ 1500
b-]
> 1000 1000
5
£ s00 — 500
o D == N | ——
0 20 40 60 80 0 5 10 15 20
B=0.85, 8=0.1, u=0.09, SIDR $=0.85, 8=0.1, p=0.09, Python

2000 2000

1500 1500

1000 1000

individus

500 500 ==

jours jours

Les courbes des individus sains, décédés et immunisés sont assez similaires sur ces 3 simulations,
cependant la courbe des individus infectés est un peu plus “volatile” dans notre modéle python.
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4.. CONCLUSION

L'étude épidémiologique reste au final un domaine tres théorique. Mé&me si les résultats et observa-
tions obtenues sembles assez proches de la réalité et des modéles mathématique, ces modélisations
ne prennent pas en compte certains autres facteurs, tels que la vaccination, la mise en quarantaine
des individus dés qu'ils sont infectés, ou méme le déplacement des individus dans la population.
Néanmoins, cela nous aident a comprendre comment un virus se comporte dans une population,
quel est l'influence de certains paramétres sur sa propagation et comment I'évolution de I'épidémie
peut étre grossiérement appréhendée.
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